Erinnerung: Fiir Mengen x und y setzen wir

xr <y falls eine injektive Funktion x — y existiert,
x ~ 1y falls eine bijektive Funktion z — g existiert,

x <y falls z <y und z ¥ y gilt.

Proposition: Die Relation < ist reflexiv und transitiv, und ~ ist eine Aquivalenzrelation.
Satz: (Cantor-Bernstein) Fiir alle z und y gilt (z Ky Ay < z)+— x ~y.
Satz: Fiir alle z und y gilt z <y oder y < x.

Proposition: Fiir jede Menge x sind dquivalent:

(a) z ist unendlich.
(b) Fiir alle n € w gilt n < x.
(c) Es existiert eine injektive Funktion w < x.

e

)
)
(d) Es existiert eine surjektive Funktion x — w.
) Es existiert eine injektive aber nicht bijektive Funktion = < x.
)

(
(f

Es existiert eine surjektive aber nicht bijektive Funktion z — x.



Kardinalzahlen
Man kénnte versuchen, die Kardinalitiit einer beliebigen Menge z als die Aquivalenzklasse {y | y ~ 2} zu

definieren. Dies ist aber keine Menge. Stattdessen konstruiert man ein Reprasentantensystem:

Definition: Eine Menge « heisst eine

(a) Ordinalzahl, falls gilt: V5 € a: f C a, und
€ induziert eine strikte Wohlordnung auf a.
(b) Kardinalzahl, falls gilt: « ist eine Ordinalzahl, und
VB ea: B4

Satz: Fiir jede Menge x existiert genau eine Kardinalzahl o mit x ~ «a.

(ohne Beweis)
Definition: Dieses « heisst die Kardinalitit von z, geschrieben |z| := «.

Definition: Fiir je zwei Kardinalzahlen o und S setzen wir

a<f <= a=xp,
a<f <= a<p.

Proposition: Dies definiert eine Totalordnung.

Proposition: (a) Jedes n € w ist eine Kardinalzahl.

(b) Die Menge w ist die kleinste unendliche Kardinalzahl.



Kardinalzahlarithmetik

Definition: Fiir je zwei Kardinalzahlen o und [ setzen wir:

a+f = lax{0}upsx{1}|
B = laxp

af = |Pal

Proposition: Fiir je zwei Mengen z und y gilt:

lzUy| = |z|+y| fallszny=0o

|z <y 2| - |y
vz| = ||l



Proposition: Fiir alle Kardinalzahlen «, g3,y gilt:

a+fB = B+a a-f = [« alt af o

at+(B+7y) = (@+B)+7 | a-(B7) = (a-f)-y | (a-f) = a3

O+a = « l-a = « aby (aﬁ)v
a-(f+7) = a-BH+a-vy 0-a =0 a? 1
1 # 0 1° =1

Proposition: Fiir alle Kardinalzahlen o, o, 5 mit o < o' gilt:

a+p < d+p
a-f < o3
of < (o)
g < B




Eigenschaften endlicher Kardinalzahlen

Proposition: Fiir alle endlichen Kardinalzahlen «, f stimmen o + 8 und « - f und 5%, und a <  mit
den fritheren Definitionen iiberein.

Proposition: Fiir alle endlichen Kardinalzahlen o, o, 5 mit o < o' gilt:

a+p < d+p

a-f < o-p falls >0
< (&) falls >0
< B~ falls 5 > 1

aﬁ

ﬁa



Eigenschaften unendlicher Kardinalzahlen
Satz: Fiir jede unendliche Kardinalzahl o und jede Kardinalzahl g gilt:

a+p = max{a, [}
a-f = max{a,p} falls >0
o’ =« falls 5 > 0 endlich
g = 2¢ falls 1 < # < « endlich



Beispiel: Explizite bijektive Abbildung

a+b)(a+b+1)

b.
5 +

WX W — w, (a,b)r—>(

Beispiel: Hilberts Hotel
(vgl. Analysis-Skript §1.4.7)



Satz: (Cantor) Fiir jede Menge x gilt |z| < [P (z)].

Proposition: Fiir jede Menge z gilt |P(z)| = 217,

Folge: Fiir jede Kardinalzahl a gilt o < 2°.
Kontinuumshypothese (CH): Es gibt keine Kardinalzahl § mit w < g < 2¥.

Bemerkung: Oft schreibt man Ny := w und bezeichnet die néchst-grossere Kardinalzahl mit N; und so
weiter. Dann ist CH #dquivalent zu &; = 2%,

Bemerkung: Die Kontinuumshypothese ist unabhéngig von ZFC.



Anwendung:
Satz: Je zwei Basen B, B’ eines K-Vektorraums V' haben dieselbe Kardinalitét.
Folge: Die Dimension von V ist eine wohldefinierte Kardinalzahl:

dimg (V) = |B|



